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[...] sie [die Leser] werden aber bemerken, was für ein groÿes Feld
des Entdeckens o�en steht, sobald sie dieses Eine richtig begri�en ha-
ben, dass jede krummlinige Figur nichts anderes als ein Polygon mit
unendlich vielen, der Gröÿe nach unendlich kleinen Seiten ist.1

1 Motivation

In seiner Quadratura von 1676 preist Leibniz die Fruchtbarkeit des Gebrauchs
unendlicher und unendlich kleiner Gröÿen in der Analysis, die er zumindest als
nützliche Fiktionen anerkennt.

Und es kommt nicht darauf an, ob es derartige Quantitäten in der
Natur der Dinge gibt, denn es reicht aus, sie durch eine Fiktion ein-
zuführen, da sie Abkürzungen des Redens und Denkens und daher des
Entdeckens ebenso wie des Beweisens liefern, so dass es nicht immer
notwendig ist, Einbeschriebenes oder Umbeschriebenes zu benutzen
und ad absurdum zu führen, und zu zeigen, dass der Fehler kleiner
als ein beliebiger zuweisbarer ist. [...] Wenn sich also im folgenden je-
mand über den Gebrauch dieser Quantitäten beklagen wird, wird er
sich entweder als ein Unkundiger oder Undankbarer zeigen. Als ein Un-
kundiger eben, wenn er nicht versteht, was für ein groÿes Licht hier in
der ganzen Indivisibelnmethode und auf dem Gebiet der Quadraturen
angezündet wird; als ein Undankbarer aber, wenn er den Nutzen, den
er bekommt, verheimlicht.2

1. Siehe Leibniz 2016, Seite 131.
2. Siehe Leibniz 2016, Seite 129.
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Welcher Status diesen Fiktionen bei Leibniz zukommt, ist in der Fachliteratur
vielfach diskutiert worden.3 Im Kern geht es um die Frage, ob der Gebrauch von
In�nitesimalien für Leibniz nur eine (gegenüber der Exhaustionsmethode) abkür-
zende Redeweise ist � und In�nitesimalien damit gar keine eigenen Entitäten sind
� oder ob In�nitesimalien sehr wohl Entitäten sind, die zwar durch Fiktion ein-
geführt werden, die aber mit einer bestimmten Vorstellung verbunden sind. Die
erste Interpretation wird synkategorematisch genannt, weil In�nintesimalien dann
im Grunde nichts bezeichnen, sondern nur abkürzend für eine kompliziertere For-
mulierung mit Quantoren und endlichen Gröÿen stehen, die zweite Interpretation
formalistisch, weil In�nitesimalien dann Entitäten sind, deren (�ktive) Existenz
sich wie im Hilbert'schen Formalismus aus der Konsistenz einer Theorie ergibt.
Man kann dann so tun, als ob es diese Entitäten gäbe.

Welche der beiden Interpretationen dem historischen Leibniz besser gerecht wird,
ist für die hier angestellte Untersuchung nicht entscheidend, wenngleich die zweite,
formalistische Interpretation wegen ihrer Nähe zur heutigen Nichtstandardanalysis
einen besseren Anknüpfungspunkt bietet. In der Tat unterstelle ich eher diese
Interpretation, wenn ich (ausgehend von dem Leibnizzitat, das diesem Aufsatz
als Motto vorangestellt ist) weiter unten von Leibniz' Vorstellung einer Kurve als
Polygon mit unendlich kleinen Seiten spreche.

Zu dieser Interpretation kommen auch Bedürftig und Murawski, wenn sie (u. a.
belegt durch Leibniz' Ausführungen zum charakteristischen Dreieck) feststellen:

Wir sehen bei Leibniz eine Erweiterung der aristotelischen Kontinu-
umsau�assung, die eine neue qualitative Dimension hinter der quanti-
tativen Erfassung erö�net. Infnitesimalien bei Leibniz sind, so meinen
wir, neue Idealisierungen in der idealen Welt der geometrischen Kon-
tinua.4

In der folgenden Betrachtung von Kurven unter einer in�niten Vergröÿerung wird
der Bezug zur Anschauung in den Vordergrund gestellt und unter dem Blickwinkel
der Nichtstandardanalysis beleuchtet. Das Leibnizzitat über eine krummlinige Fi-
gur als Polygon mit unendlich vielen der Gröÿe nach unendlich kleinen Seiten lädt
geradezu dazu ein, in Gedanken unendlich stark in die Kurve hineinzuzoomen, um
zu �sehen�, was im unendlich Kleinen passiert. In der Standardanalysis ist das in
Ermangelung unendlicher Zahlen nicht möglich.

3. Eine Auswahl einschlägiger Artikel zu diesem Thema �ndet sich im Literaturverzeichnis
unter Goldenbaum und Jesseph 2008, Goethe, Beeley, Rabouin u. a. 2015, Arthur 2009, Arthur
2013, Tzuchien 2012, Bascelli u. a. 2014, Bair u. a. 2017, Bascelli u. a. 2016, Bªaszczyk, Katz und
Sherry 2013, M. Katz und Sherry 2012, Katz und Leichtnam 2013, M. G. Katz und Sherry 2013,
Sherry und Katz 2012. Ich danke den Herausgebern, Gregor Nickel und Ralf Krömer, für ihren
Vorschlag, hier auf die Fiktionendebatte in der Leibniz-Forschung und (in Abschnitt 2) auf das
Kirsch'sche Funktionenmikroskop einzugehen.

4. Bedürftig und Murawski 2017, S. 77
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Doch wie hat man sich ein Polygon mit der Gröÿe nach unendlich kleinen Seiten
vorzustellen? Hat eine Kurve unendlich viele �Knickstellen�, an denen die geraden
Seiten zusammenstoÿen? Oder sind die Seiten nicht wirklich gerade, sondern nur
unendlich schwach gekrümmt? Sind Kurve und Polygon wirklich identisch oder
unterscheiden sie sich nur unendlich wenig?

Solche Fragen lassen sich in der Nichtstandardanalysis präzise stellen und beant-
worten, wodurch ein aus der Leibniz'schen Idee abgeleitetes Instrument der Veran-
schaulichung innerhalb der Analysis eine befriedigende Rechtfertigung erhält. Um
dieses Instrument, die Technik der in�niten Vergröÿerung, um seinemathematische
Rechtfertigung und seine Grenzen geht es im vorliegenden Text.

2 Vergröÿerung als didaktisches Instrument in der

Analysis

Die Technik des Vergröÿerns, das �Hineinzoomen� in Funktionsgraphen, wird auch
in der Standardanalysis als didaktisches Instrument eingesetzt. Arnold Kirsch hat
1979 ein �Funktionenmikroskop� mittels OHP-Folien realisiert �zur Vermittlung
einer Grundvorstellung vom Ableitungsbegri��.5 Inzwischen gibt es interaktive
Realisierungen für den Computer, zum Beispiel die �Funktionenlupe� von Elschen-
broich.6 Der vergröÿerte Funktionsgraph wird dort in einem zweiten Fenster ange-
zeigt, wobei der Vergöÿerungsfaktor dynamisch über einen Schieberegler verändert
werden kann. Optional können Sekanten und Steigungsdreiecke eingeblendet wer-
den.

Was unterscheidet die Funktionenlupe bzw. das Funktionenmikroskop der Standar-
danalysis von der Technik einer in�niten Vergröÿerung in der Nichtstandardanaly-
sis? Die äuÿerlich ähnlichen Ideen basieren auf grundsätzlich verschiedenen Kon-
zepten. Das Funktionenmikroskop ist eine Visualisierung des Beginns eines nicht
endenden Prozesses, einer prinzipiell beliebig fortschreitenden, potentiell unendli-
chen Vergröÿerung. Die in�nite Vergröÿerung ist eine Visualisierung in�nitesimaler
Verhältnisse und damit einer arithmetischen Situation des In�nitesimalkalküls.

Grenzprozesse sind naturgemäÿ nie beendet, sie können arithmetisch nicht voll-
zogen werden und erreichen ihren Grenzwert (im Allgemeinen) nie. Gerade dieser
Umstand macht den Grenzwertbegri� für Schüler so schwer fassbar.7 Diese Schwie-
rigkeit bleibt auch beim Kirsch'schen Funktionenmikroskop prinzipiell bestehen.

In der Nichtstandardanalysis ist das Unendliche kein o�ener Prozess, sondern ein
arithmetisches Objekt. Man rechnet mit unendlich kleinen (in�nitesimalen) und

5. Kirsch 1979
6. Siehe Elschenbroich, Seebach und Schmidt 2014 und Elschenbroich,
7. Siehe Bedürftig 2018
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unendlich groÿen (ini�niten) Zahlen wie mit gewöhnlichen, endlichen Zahlen. Der
zu Grunde gelegte Rechenbereich ist der angeordnete Körper ∗R der hyperreellen
Zahlen, der in�nite und in�nitesimale Zahlen enthält. Also können in�nite Zahlen
als Streckfaktoren und damit zur Veranschaulichung geometrischer Verhältnisse
im unendlich Kleinen verwendet werden.

Bereits Schmieden und Laugwitz8 führen die Idee einer �unendlichen Vergröÿe-
rung� ein, um in�nite Schwankungen von Nichtstandardfunktionen oder das Ver-
halten von Potenzreihen in in�nitesimaler Umgebung ihrer Konvergenzgrenze zu
analysieren. Die Vergröÿerung �ndet hier rein formelhaft auf der x-Achse statt,
zum Beispiel, indem Werte der Form x = 1 − ξ

Ω (Ω hypernatürlich) verwendet
werden, um zu zeigen, dass die Nichtstandardfunktion xΩ für x ≈ 1 bei passender
in�niter Vergröÿerung �wie eine Exponentialfunktion� wächst.

Keisler greift die Idee in Gestalt eines unendlichfach vergröÿernden �Mikroskops�
auf, um die Methoden der Nichtstandardanalysis für Standardfunktionen zu veran-
schaulichen. In seinem �Elementary Calculus� 9 �ndet man zahlreiche Abbildungen
zur Di�erentiation und Integration, die in�nitesimale Ausschnitte von Funktions-
graphen unter unendlichfacher Vergröÿerung zeigen.

Die elementare Einführung Wunderling u. a. 2013 und der Zeitschriftenartikel
Wunderling u. a. 1997 richten sich in erster Linie an Lehrkräfte und werben für
den Einsatz von Nichtstandardmethoden im Mathematikunterricht. Unter der Be-
zeichnung �Unendlichkeitsbrille� wird dort die Technik der in�niten Vergröÿerung
vielfach benutzt, unter anderem um �geometrische Beweise� zu führen, zum Bei-
spiel bei der Ableitung der Sinusfunktion (siehe Abbildung 1). Unter in�niter Ver-
gröÿerung erscheint der Kreis gerade. Die Tangente in P , die Sehne PQ und der
Kreisbogen sind zeichnerisch nicht mehr zu unterscheiden. Die in�nite Vergröÿe-
rung suggeriert dy

dx = cosx, also die Ableitung der Sinusfunktion.

Wenn man aber die Theorie der Kurven ins Hyperreelle überträgt, dann ist der
in�nitesimale Kreisbogen mit dx ein wenig länger als die in�nitesimale Sehne PQ,
und der Winkel bei Q ist ein wenig gröÿer als x. Für diesen speziellen in Abbildung
1 dargestellten Fall wird in Wunderling u. a. 2013 gezeigt, dass dy

dx und cosx sich
dennoch nur in�nitesimal unterscheiden (geschrieben: dy

dx ≈ cosx), was gerade
bedeutet, dass die reelle Zahl cosx die gesuchte Ableitung des Sinus an der reellen
Stelle x ist.

Kurve, Tangente und Sehne sind also in einer in�nitesimalen Umgebung eines
Kurvenpunktes im Allgemeinen verschieden, aber sie unterscheiden sich bei �hin-
reichend gutartigen� Kurven vernachlässigbar wenig. Dabei geht es um Richtung
und Länge: Der Winkel zwischen Tangente und Sehne in einem Kurvenpunkt ist
in�nitesimal und der Längenunterschied zwischen Sehne und dem entsprechenden
Kurvenstück ist von höherer Ordnung in�nitesimal. Der Winkel zwischen zwei

8. Siehe Schmieden und Laugwitz 1958.
9. Keisler 2000
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Abbildung 1: Zur Ableitung der Sinusfunktion (Quelle: Wunderling u. a. 1997)

benachbarten Sehnen ist bis auf eine in�nitesimale Abweichung der gestreckte
Winkel.

Im Folgenden wird gezeigt, dass dies für alle regulären stetig di�erenzierbaren
Standardkurven der Fall ist (Satz 2). Für solche Kurven gibt also die in�nite Ver-
gröÿerung die geometrischen Sachverhalte im Wesentlichen korrekt wieder. Das
heiÿt: Nur für die reelle Analysis vernachlässigbare Unterschiede werden unter-
drückt. Was im Beispiel aus Abbildung 1 zunächst wie eine anschaulicher �Trick�
anmutet und für diesen speziellen Fall in Wunderling u. a. 2013 begründet wurde,
ist in einem sehr allgemeinen Rahmen gerechtfertigt.

Damit ist die in�nite Vergröÿerung ein legitimes didaktisches Hilfsmittel für die
grenzwertfreie Analysis, so wie es die potentiell beliebig gesteigerte endliche Ver-
gröÿerung für die Grenzwertanalysis ist (dort allerdings mit dem Problem der
prinzipiellen Nichtvollendbarkeit des Vergröÿerungsprozesses). So kann die in�nite
Vergröÿerung sogar als sinnvolle Ergänzung zur endlichen Vergröÿerung angesehen
werden. Während die gesteigerte endliche Vergröÿerung zeigt, in welcher Weise sich
das Bild verändert (der Funktionsgraph wird �praktisch� gerade), zeigt die in�nite
Vergröÿerung eine Situation, die auch in der Theorie genügt.

3 Reelle Kurven

Eine Kurve im Rn (n ∈ N) ist eine stetige Abbildung f : I → Rn, wobei I ⊆ R ein
(eigentliches oder uneigentliches, aber nicht entartetes) Intervall ist. Di�erenzier-
barkeit und stetige Di�erenzierbarkeit werden wie üblich über die Komponenten-
funktionen de�niert.

Eine di�erenzierbare Kurve f : I → Rn heiÿt regulär, wenn ‖f ′(t)‖ 6= 0 für alle
t ∈ I ist.
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Für eine Kurve f : [a, b] → Rn, [a, b] ⊆ R, a < b und eine Unterteilung a = t0 <
t1 < · · · < tk−1 < tk = b sei pf (t0, . . . , tk) die Länge des Polygonzugs durch die
Punkte f(ti), i = 0, . . . , k. Es gilt

pf (t0, . . . , tk) =

k∑
i=1

‖f(ti)− f(ti−1)‖.

Die Punkte f(ti), i = 0, . . . , k heiÿen die Stützpunkte des Polygonzugs.

De�nition 1 Eine Kurve f : [a, b] → Rn heiÿt rekti�zierbar mit der Länge L,
wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, sodass für jede Unterteilung a = t0 <
t1 < · · · < tk − 1 < tk = b der Feinheit ≤ δ gilt

|pf (t0, . . . , tk)− L| ≤ ε.

Aus der reellen Analysis (siehe zum Beispiel Forster 2013) ist der folgende Satz
bekannt.

Satz 1 Jede stetig di�erenzierbare Kurve f : [a, b]→ Rn ist rekti�zierbar, und für
ihre Länge L gilt

L =

∫ b

a

‖f ′(t)‖ dt.

4 Ein Aus�ug in die Nichtstandardanalysis

Will man Kurven im ∗Rn untersuchen und mit Polygonzügen vergleichen, muss
man zunächst den Begri�sapparat der reellen Analysis geeignet verallgemeinern.
Dies geschieht in der Nichtstandardanalysis. Ich deute hier die in diesem Zusam-
menhang wichtigsten Ergebnisse an. Weitere Details �ndet man zum Beispiel in
Laugwitz 1986.

• R und ∗R sind als angeordnete Körper elementar äquivalent, das heiÿt arith-
metisch nicht zu unterscheiden. In beiden Strukturen gelten die gleichen
arithmetischen Aussagen.

• Zu jeder �niten hyperreellen Zahl α gibt es genau eine in�nitesimal benach-
barte reelle Zahl st(α), den Standardteil von α.

• Teilmengen von R sowie Relationen über R und reelle Funktionen lassen sich
kanonisch auf ∗R fortsetzen. Zum Beispiel hat N die kanonische Fortsetzung
∗N, die Menge der hypernatürlichen Zahlen, welche auch in�nite Zahlen ent-
hält.
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• In R gültige Aussagen über Mengen (zum Beispiel die Supremumseigen-
schaft beschränkter Mengen) gelten in ∗R nicht allgemein, sondern nur für
bestimmte, sogenannte interne Mengen. Entsprechendes gilt für Relationen
und Funktionen, da sie sich auf den Mengenbegri� zurückführen lassen.

• Insbesondere sind die kanonischen Fortsetzungen reeller Mengen, Relatio-
nen und Funktionen intern, ebenso hyperreelle Intervalle und hyperendliche
Folgen a1, . . . , aν mit ν ∈ ∗N (als interne Funktionen von {1, . . . , ν} nach
∗R).

• Beim Rechnen mit hyperreellen Zahlen ist zu beachten, dass a ≈ b⇒ a · c ≈
b · c im Allgemeinen nur dann gilt, wenn c endlich ist.

Die hyperreelle Analysis für interne Funktionen kann analog zur reellen Analy-
sis aufgebaut werden. Stetigkeit, Ableitung und Integral können analog de�niert
und analoge Sätze bewiesen werden. Zum Beispiel gelten die Mittelwertsätze der
Di�erential- und Integralrechnung. Hyperendliche Folgen haben (wie endliche re-
elle Folgen) stets ein kleinstes und ein gröÿtes Glied und erlauben die Summation
ihrer Glieder. Auch De�nition 1 und Satz 1 sind auf interne hyperreelle Kurven
übertragbar, wobei a, b, L, ε, δ als hyperreelle Zahlen und k als hypernatürliche
Zahl zu lesen sind.

Der Clou der Nichtstandardanalysis ist zum einen, dass man neben den Standard-
funktionen auch interne Nichtstandardfunktionen zur Verfügung hat (zum Beispiel

µ
1+µ2x2 , µ in�nit, als eine Dirac'sche Deltafunktion), zum anderen, dass man die
reelle Analysis über den Umweg ins Hyperreelle grenzwertfrei umformulieren kann,
was nichts weniger als ein zum Standard alternatives Programm zur Finitisierung
der Analysis darstellt, da unendliche Grenzprozesse entfallen.

So ist eine Funktion f : D → R, D ⊆ R, genau dann stetig in x ∈ D, wenn
(für die kanonische Fortsetzung) f(ξ) ≈ f(x) für alle ξ ∈ ∗D mit ξ ≈ x gilt.
Sie ist genau dann gleichmäÿig stetig, wenn für alle ξ, η ∈ ∗D mit ξ ≈ η auch
f(ξ) ≈ f(η) ist. Die Ableitung kann als Standardteil des Di�erentialquotienten
und das Integral als hyperendliche Riemann'sche Summe eingeführt werden. In
Wunderling u. a. 2013 wird ein solcher grenzwertfreier Einstieg in die Analysis auf
Schulniveau dargestellt.

Für die anschlieÿende Untersuchung stetig di�erenzierbarer Kurven ist noch fol-
gende Aussage von Belang. Ist f : [a, b] → R stetig di�erenzierbar (und f ′ daher
gleichmäÿig stetig), so gilt für die kanonische Fortsetzung von f und beliebige
hyperreelle η0, η ∈ [a, b] (jetzt als hyperreelles Intervall) mit η ≈ η0

f(η) = f(η0) + f ′(η0)(η − η0) + ξ(η − η0) (0.1)

für ein ξ ≈ 0.
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Für η = η0 ist die Aussage trivial. Für η 6= η0 gibt es nach dem Mittelwertsatz der
Di�erentialrechnung ein η̄ zwischen η0 und η mit

f(η)− f(η0)

η − η0
= f ′(η̄) = f ′(η0) + ξ

für ein ξ ≈ 0, denn wegen der gleichmäÿigen Stetigkeit von f ′ und η0 ≈ η̄ ist auch
f ′(η0) ≈ f ′(η̄). Hieraus folgt die Behauptung (0.1).

Für η 6= η0 lässt sich (0.1) einfacher so ausdrücken:

f(η)− f(η0)

η − η0
≈ f ′(η0). (0.2)

Der Di�erentialquotient ist also auf dem gesamten hyperreellen Intervall [a, b]
(nicht nur an den reellen Punkten) eine gute Näherung für die Ableitung. In
Laugwitz 1986 wird diese Eigenschaft von Funktionen gleichmäÿige Ableitbarkeit
genannt. Man beachte, dass (0.1) im Allgemeinen nicht gilt, wenn f bloÿ di�eren-
zierbar ist (siehe Gegenbeispiel in Abschnitt 7).

5 Hyperreelle Vektoren

Das Skalarprodukt 〈·, ·〉 zweier Vektoren, die Norm ‖ · ‖ eines Vektors und der
Winkel ∠(·, ·) zwischen zwei Vektoren werden in ∗Rn auf analoge Weise de�niert
wie in Rn. Für x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn) aus ∗Rn ist

〈x, y〉 :=

n∑
i=1

xiyi und ‖x‖ :=
√
〈x, x〉

Für x, y 6= 0 ist ∠(x, y) das eindeutig bestimmte (hyperreelle) θ ∈ [0, π], für das
gilt

cos θ =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

.

Aus der De�nition ergibt sich ∠(x, y) = ∠(s · x, t · y) für alle positiven s, t ∈ ∗R.

x heiÿt in�nitesimal, wenn alle seine Komponenten in�nitesimal sind. Dies ist
äquivalent dazu, dass ‖x‖ ≈ 0 ist. Entsprechend bedeutet x ≈ y, dass x − y
in�nitesimal ist.

Proposition 1 Seien x, y ∈ ∗Rn ungleich 0. Dann gilt

∠(x, y) ≈ 0⇔ 〈x, y〉
‖x‖‖y‖

≈ 1. (0.3)
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Ist x nicht in�nitesimal und x ≈ y, so gilt

‖x‖
‖y‖
≈ 1 ≈ ‖y‖

‖x‖
(0.4)

und

∠(x, y) = ∠(s · x, t · y) ≈ 0 (0.5)

für alle positiven s, t ∈ ∗R.

Beweis. Sei θ = ∠(x, y). Wegen θ ∈ [0, π] und der Stetigkeit des Kosinus gilt
θ ≈ 0⇔ cos θ ≈ 1 und damit (0.3).

Sei x nicht in�nitesimal und x ≈ y. Dann ist ξ := y − x in�nitesimal. Nach der
Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung gilt∣∣∣∣〈 x

‖x‖
, ξ

〉∣∣∣∣ ≤ 1 · ‖ξ‖ ≈ 0

und, da x nicht in�nitesimal ist, auch

1

‖x‖
·
〈

x

‖x‖
, ξ

〉
≈ 0. (0.6)

Damit ist
‖y‖2

‖x‖2
=
‖x+ ξ‖2

‖x‖2
= 1 +

‖ξ‖2

‖x‖2
+

2

‖x‖
·
〈

x

‖x‖
, ξ

〉
≈ 1.

Daraus folgt (0.4).

Nun ist

cos θ =
〈x, x+ ξ〉
‖x‖‖y‖

=
‖x‖2 + 〈x, ξ〉
‖x‖‖y‖

=
‖x‖
‖y‖

+
1

‖y‖
·
〈

x

‖x‖
, ξ

〉

Multiplikation mit ‖y‖‖x‖ ergibt wegen (0.4)

cos θ ≈ ‖y‖
‖x‖
· cos θ = 1 +

1

‖x‖
·
〈

x

‖x‖
, ξ

〉
(0.6)
≈ 1.

Wegen (0.3) folgt daraus (0.5).

2
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6 Hyperreelle Kurven

Jede reelle Kurve f : [a, b] → Rn lässt sich kanonisch fortsetzen zu einer internen
hyperreellen Kurve f : [a, b]→ ∗Rn. Die Fortsetzung heiÿt dann eine Standardkur-
ve. Zur Vereinfachung bezeichne ich diese Kurve wieder mit f . [a, b] bezeichne je
nach Zusammenhang entweder das reelle oder das hyperreelle Intervall von a bis
b.

Satz 2 Sei f : [a, b]→ Rn eine stetig di�erenzierbare Kurve der Länge L (mit der
kanonischen Fortsetzung f : [a, b] → ∗Rn) und a = t0 < t1 < · · · < tκ−1 < tκ = b
eine in�nitesimale Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

1. Das Kurvenstück und die Sehne zwischen zwei benachbarten Stützpunkten
unterscheiden sich in der Länge nur in�nitesimal relativ zum (bereits in�ni-
tesimalen) Parameterintervall.∫ tı

tı−1

‖f ′(t)‖ dt− ‖f(tı)− f(tı−1)‖ = τı · (tı − tı−1) (0.7)

mit 0 ≤ τı ≈ 0 für ı = 1, . . . , κ.

2. Die Länge der Kurve unterscheidet sich nur in�nitesimal von der Länge des
Polygonzugs.

L ≈
κ∑
ı=1

‖f(tı)− f(tı−1)‖ (0.8)

3. Ist f regulär, so gilt darüber hinaus:

a) Der Winkel zwischen Tangente und Sehne in den Stützpunkten des Po-
lygonzugs ist in�nitesimal.

∠(f ′(tı−1), f(tı)− f(tı−1)) ≈ 0, für ı = 1, . . . , κ. (0.9)

b) Der Winkel in den Stützpunkten zwischen zwei benachbarten Sehnen
des Polygonzugs weicht nur in�nitesimal vom gestreckten Winkel ab.

∠(f(tı−1 − f(tı)), f(tı+1)− f(tı)) ≈ π, für ı = 1, . . . , κ− 1. (0.10)

Beweis. Ad 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein t̄ı ∈
[tı−1, tı] mit

Lı :=

∫ tı

tı−1

‖f ′(t)‖ dt = ‖f ′(t̄ı)‖ · (tı − tı−1). (0.11)

Die Sehnenlänge ist pf (tı−1, tı) = ‖f(tı)− f(tı−1)‖.
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Allgemein gilt für x = (x1, . . . , xn) ∈ ∗Rn

‖x‖ ≤
√
n ·max{|xi| | i = 1, . . . , n}. (0.12)

Sei f = (f1, . . . , fn). Dann sind die Komponentenfunktionen fi stetig di�eren-
zierbar, und nach dem Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung gibt es jeweils ein
sıi ∈ [tı−1, tı] mit

fi(tı)− fi(tı−1)

tı − tı−1
= f ′i(sıi). (0.13)

Wegen sıi ≈ t̄ı und der gleichmäÿigen Stetigkeit der f ′i folgt∣∣∣∣Lı − pf (tı−1, tı)

tı − tı−1

∣∣∣∣ (0.11)
=

∣∣∣∣‖f ′(t̄ı)‖ − ‖f(tı)− f(tı−1)‖
tı − tı−1

∣∣∣∣
≤

∥∥∥∥f ′(t̄ı)− f(tı)− f(tı−1)

tı − tı−1

∥∥∥∥
(0.12)

≤
√
n ·max

{∣∣∣∣f ′i(t̄ı)− fi(tı)− fi(tı−1)

tı − tı−1

∣∣∣∣ | i = 1, . . . , n

}
(0.13)

=
√
n ·max {|f ′i(t̄ı)− f ′i(sıi)| | i = 1, . . . , n} ≈ 0

und damit die Behauptung (0.7).

Ad 2. Seien für ı = 1, . . . , κ in�nitesimale τı gemäÿ (0.7) gewählt, und sei τ̂ ihr
Maximum. Dann ist

0 ≤ τ̂ = max{τı | ı = 1, . . . , κ} ≈ 0

und

0 ≤
κ∑
ı=1

τı · (tı − tı−1) ≤ τ̂ ·
κ∑
ı=1

(tı − tı−1) = τ̂ · (b− a) ≈ 0

und daher

L =

∫ b

a

‖f ′(t)‖ dt =

κ∑
ı=1

∫ tı

tı−1

‖f ′(t)‖ dt

=

κ∑
ı=1

(‖f(tı)− f(tı−1)‖+ τı · (tı − tı−1))

=

(
κ∑
ı=1

‖f(tı)− f(tı−1)‖

)
+

(
κ∑
ı=1

τı · (tı − tı−1)

)

≈
κ∑
ı=1

‖f(tı)− f(tı−1)‖.
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Ad 3a. Nach (0.2), angewendet auf alle Komponentenfunktionen, gilt

f(tı)− f(tı−1)

tı − tı−1
≈ f ′(tı−1).

f ′(tı−1) ist wegen der Regularität von f nicht in�nitesimal. Daher folgt die Be-
hauptung aus (0.5) in Proposition 1.

Ad 3b. Für ı ∈ {1, . . . , κ− 1} gilt

f(tı)− f(tı−1)

tı − tı−1
≈ f ′(tı−1) ≈ f ′(tı) ≈

f(tı+1)− f(tı)

tı+1 − tı

wieder aufgrund von (0.2) bzw. beim mittleren ≈ aufgrund der gleichmäÿigen
Stetigkeit von f ′. Wegen der Regularität von f sind f ′(tı−1) und f ′(tı) und damit
auch die Auÿenterme nicht in�nitesimal. Nach (0.5) in Proposition 1 ist daher

∠(f(tı)− f(tı−1), f(tı+1)− f(tı)) ≈ 0.

Dies ist äquivalent zur Behauptung.

2

Satz 2 bestätigt Leibniz' Vorstellung einer Kurve als Polygonzug mit in�nitesi-
malen Seiten für stetig di�erenzierbare Standardkurven. Kurve und Polygonzug
unterscheiden sich zwar, aber der Unterschied ist für die reelle Analysis unerheb-
lich.

Zugleich rechtfertigt Satz 2 für stetig di�erenzierbare Standardkurven die Tech-
nik der in�niten Vergröÿerung, wie sie in Wunderling u. a. 1997 und Wunderling
u. a. 2013 zur Veranschaulichung in�nitesimaler Verhältnisse verwendet wird.

Bei einem grenzwertfreien Einstieg in die Analysis kann die Länge einer Kurve �
ganz im Geiste der Leibniz'schen Vorstellung � als Standardteil einer hyperendli-
chen Summe, der Länge eines Polygonzugs mit in�nitesimalen Seiten, eingeführt
werden.

Eine reelle Kurve f : [a, b] → Rn ist rekti�zierbar mit der Länge L, wenn für die
kanonische Fortsetzung von f und für jede in�nitesimale Zerlegung a = t0 < t1 <
· · · < tκ−1 < tκ = b der Standardteil von

∑κ
ı=1 ‖f(tı) − f(tı−1)‖ existiert und

gleich L ist.

Bereits Robinson behandelt in seiner Non-standard Analysis eine elementare Dif-
ferentialgeometrie der Kurven (formuliert für den dreidimensionalen Fall).10 Er

10. Siehe Robinson 1996, S. 83-88. Den Hinweis auf Robinson verdanke ich Herrn Prof. Reinhard
Hochmuth.
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zeigt, dass man die Länge einer stetig di�erenzierbaren Kurve in Übereinstim-
mung mit der klassischen De�nition als Standardteil einer Polygonzuglänge bei
gleichmäÿig in�nitesimal unterteiltem Parameterintervall de�nieren kann. Dies ist
ein Spezialfall von Satz 2, Unterpunkt 2. Ebenfalls zeigt er, dass die Tangente in
einem Standardkurvenpunkt P in ihrem endlichen Teil nur in�nitesimal von der
Sekante durch P und einen in�nitesimal benachbarten Kurvenpunkt Q abweicht.
Genauer: Jeder hyperreelle endliche Punkt auf der Sekante liegt in in�nitesimaler
Nachbarschaft (genau) eines reellen Punktes auf der Tangente. Daraus folgt, dass
der Winkel zwischen Tangente und Sekante in�nitesimal sein muss (in Überein-
stimmung mit Satz 2, Unterpunkt 3a).

Im vorliegenden Aufsatz ist die Längenformel (0.8) für stetig di�erenzierbare reel-
le Kurven eher ein Nebenergebnis, denn im Vordergrund steht die Rechtfertigung
der in�niten Vergröÿerungstechnik, also der �Beobachtung� eines in�nitesimalen
Bildausschnitts und damit der Vergleich von in�nitesimalen Kurvenstücken und
Sehnen bezüglich Länge und Winkel. Daher muss die allgemeinere Längende�niti-
on für interne hyperreelle Kurven herangezogen werden, auch wenn in Satz 2 nur
Standardkurven betrachtet werden. Eine solche Untersuchung ist mir von anderen
Autoren bislang nicht bekannt.

7 Die Grenzen der Vergröÿerungstechnik

Dass die in�nite Vergröÿerung sehr wohl täuschen kann, wenn die Kurve nur dif-
ferenzierbar ist, zeigt das folgende Beispiel. Sei f : R→ R de�niert durch

f(x) =

{
x2 sin π

x für x 6= 0,
0 für x = 0.

f ist auf ganz R di�erenzierbar, aber in 0 nicht stetig di�erenzierbar. Für x 6= 0
ist f ′(x) = 2x sin π

x − π cos πx und an der Stelle 0 gilt

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim
h→0

(
h sin

π

h

)
= 0.

f hat die Nullstellen 1
n für n ∈ N und jeweils zwischen 1

n+1 und 1
n ein lokales

Minimum bzw. Maximum, dessen Betrag zwischen 1
(n+1)2 und 1

n2 liegt. Für die

Länge Ln des Funktionsgraphen zwischen den Nullstellen 1
n+1 und 1

n gilt daher

Ln ≥
2

(n+ 1)2
.

Die Intervalllänge In zwischen den Nullstellen 1
n+1 und 1

n ist

In =
1

n
− 1

n+ 1
=

1

n(n+ 1)
.
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Abbildung 2: Der Funktionsgraph von f in einem in�nitesimalen Intervall um 0

Für den Längenüberschuss des Graphen gegenüber dem Intervall gilt

Dn = Ln − In ≥
2

(n+ 1)2
− 1

n(n+ 1)
=

n− 1

n(n+ 1)2

und für den Längenüberschuss relativ zur Intervalllänge somit

Dn

In
≥ n− 1

n+ 1
= 1− 2

n+ 1
.

Sei D( 1
2m ,

1
m ) der Längenüberschuss des Graphen zwischen den Nullstellen 1

2m und
1
m gegenüber dem zugehörigen Intervall. Dann gilt

D

(
1

2m
,

1

m

)
=

2m−1∑
n=m

In ·
Dn

In
≥

2m−1∑
n=m

In ·
(

1− 2

n+ 1

)

≥
(

1− 2

m+ 1

)
·

2m−1∑
n=m

In =

(
1− 2

m+ 1

)
· 1

2m
.

Also gilt auch für das Intervall von 1
2m bis 1

m : Der relative Längenüberschuss des
Graphen gegenüber dem Intervall der Länge 1

2m ist ≥ 1− 2
m+1 .

Alle Überlegungen übertragen sich auf die hyperreelle Fortsetzung von f . Bei un-
endlichfacher Vergröÿerung mit dem hypernatürlichen Faktor µ an der Stelle 0
sind der Funktionsgraph und die x-Achse (als Tangente) nicht zu unterscheiden
(siehe Abbildung 2). Die Ausschläge des Graphen sind von der Gröÿenordnung x2
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und verschwinden in der Darstellung. Der relative Längenüberschuss des Graphen
gegenüber dem Intervall ist aber ≥ 1− 2

µ+1 und damit nicht in�nitesimal.

Die Nullstellen sind unendlich gedrängt und in der Darstellung nicht zu unter-
scheiden, denn der Abstand zwischen 1

µ+1 und 1
µ ist in�nitesimal relativ zu 1

µ .

Auch der Winkel zwischen x-Achse und Funktionsgraph ist im Allgemeinen nicht
in�nitesimal, sondern schwankt mit f ′(x) = 2x sin π

x − π cos πx zwischen nicht in-
�nitesimalen positiven und negativen Werten. In einer in�nitesimalen Umgebung
von 0 unterscheiden sich also die Kurventangenten erheblich, obwohl bei in�niter
Vergröÿerung zeichnerisch kein Unterschied zwischen Kurve und x-Achse auszu-
machen ist.

8 Fazit

Das Eingangsbeispiel aus Abbildung 1 stellt sich unter Verwendung von Satz 2
folgendermaÿen dar. Der Winkel im Punkt Q beträgt x+ dϕ mit dϕ ≈ 0 und der
in�nitesimale Kreisbogen von P bis Q hat die Länge dx = |PQ|+ dξ mit dξ

dx ≈ 0.
Aufgrund der Stetigkeit des Kosinus ist dann (für reelles x)

cosx ≈ cos(x+ dϕ) =
dy

|PQ|
=

dy

dx− dξ
=
dy

dx
· 1

1− dξ
dx

≈ dy

dx

und daher cosx = st( dydx ) die gesuchte Ableitung von sinx.

Satz 2 ist nun für eine sehr allgemeine Klasse von Kurven, nämlich die der stetig
di�erenzierbaren Kurven anwendbar.

Funktionen wie die in Abschnitt 7 betrachtete sind bewusst �pathologisch� kon-
struiert, um den Unterschied zwischen Di�erenzierbarkeit und stetiger Di�eren-
zierbarkeit herauszuarbeiten, wobei dort nur die Stelle 0 problematisch ist.11

Die im Schulunterricht behandelten di�erenzierbaren Funktionen sind in aller Re-
gel auch stetig di�erenzierbar. Ihre Graphen sind reguläre Kurven. Daher kann
man sie, wie von Leibniz angeregt, ohne Verlust als Polygonzüge mit in�nitesima-
len Seiten ansehen. Die in�nite Vergröÿerung erweist sich dann als ein adäquates
und starkes Hilfsmittel zur Veranschaulichung von Nichtstandardmethoden in ei-
ner grenzwertfreien Analysis.12

11. Ein analoges Beispiel einer pathologischen Funktion betrachtet auch Elschenbroich mit sei-
ner Funktionenlupe. Man sieht dort, wie die Kräuselungen des Funktionsgraphen immer enger
und �acher werden, bis dieser nicht mehr von der x-Achse zu unterscheiden ist.
12. Der in diesem Aufsatz verwendete Zugang zur Nichtstandardanalysis über eine Körperer-

weiterung von R zu ∗R geht auf Robinson zurück. Ein anderer Weg zur Nichtstandardanalysis
ist Nelsons Internal Set Theory, die in dem folgenden Aufsatz �Zur Axiomatisierung der reellen
Zahlen� nach einer Analyse der üblichen Einführung der reellen Zahlen die Grundlage bilden
wird. Da dort die Mengenlehre selbst erweitert wird, erübrigen sich die Körpererweiterung von
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