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[...] sie [die Leser] werden aber bemerken, was fir ein grofies Feld
des Entdeckens offen steht, sobald sie dieses Eine richtig begriffen ha-
ben, dass jede krummlinige Figur nichts anderes als ein Polygon mit
unendlich vielen, der Gréfle nach unendlich kleinen Seiten ist.!

1 Motivation

In seiner Quadratura von 1676 preist Leibniz die Fruchtbarkeit des Gebrauchs
unendlicher und unendlich kleiner Grofen in der Analysis, die er zumindest als
niitzliche Fiktionen anerkennt.

Und es kommt nicht darauf an, ob es derartige Quantititen in der
Natur der Dinge gibt, denn es reicht aus, sie durch eine Fiktion ein-
zufiihren, da sie Abkiirzungen des Redens und Denkens und daher des
Entdeckens ebenso wie des Beweisens liefern, so dass es nicht immer
notwendig ist, Einbeschriebenes oder Umbeschriebenes zu benutzen
und ad absurdum zu fithren, und zu zeigen, dass der Fehler kleiner
als ein beliebiger zuweisbarer ist. [...] Wenn sich also im folgenden je-
mand iiber den Gebrauch dieser Quantititen beklagen wird, wird er
sich entweder als ein Unkundiger oder Undankbarer zeigen. Als ein Un-
kundiger eben, wenn er nicht versteht, was fiir ein grofes Licht hier in
der ganzen Indivisibelnmethode und auf dem Gebiet der Quadraturen
angeziindet wird; als ein Undankbarer aber, wenn er den Nutzen, den
er bekommt, verheimlicht.?

1. Siehe Leibniz 2016, Seite 131.
2. Siehe Leibniz 2016, Seite 129.
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Welcher Status diesen Fiktionen bei Leibniz zukommt, ist in der Fachliteratur
vielfach diskutiert worden.> Im Kern geht es um die Frage, ob der Gebrauch von
Infinitesimalien fiir Leibniz nur eine (gegeniiber der Exhaustionsmethode) abkiir-
zende Redeweise ist — und Infinitesimalien damit gar keine eigenen Entitéten sind
— oder ob Infinitesimalien sehr wohl Entitdten sind, die zwar durch Fiktion ein-
gefithrt werden, die aber mit einer bestimmten Vorstellung verbunden sind. Die
erste Interpretation wird synkategorematisch genannt, weil Infinintesimalien dann
im Grunde nichts bezeichnen, sondern nur abkiirzend fiir eine kompliziertere For-
mulierung mit Quantoren und endlichen Grofen stehen, die zweite Interpretation
formalistisch, weil Infinitesimalien dann Entitdten sind, deren (fiktive) Existenz
sich wie im Hilbert’schen Formalismus aus der Konsistenz einer Theorie ergibt.
Man kann dann so tun, als ob es diese Entititen gébe.

Welche der beiden Interpretationen dem historischen Leibniz besser gerecht wird,
ist fiir die hier angestellte Untersuchung nicht entscheidend, wenngleich die zweite,
formalistische Interpretation wegen ihrer N&he zur heutigen Nichtstandardanalysis
einen besseren Ankniipfungspunkt bietet. In der Tat unterstelle ich eher diese
Interpretation, wenn ich (ausgehend von dem Leibnizzitat, das diesem Aufsatz
als Motto vorangestellt ist) weiter unten von Leibniz’ Vorstellung einer Kurve als
Polygon mit unendlich kleinen Seiten spreche.

Zu dieser Interpretation kommen auch Bediirftig und Murawski, wenn sie (u. a.
belegt durch Leibniz’ Ausfithrungen zum charakteristischen Dreieck) feststellen:

Wir sehen bei Leibniz eine Erweiterung der aristotelischen Kontinu-
umsauffassung, die eine neue qualitative Dimension hinter der quanti-
tativen Erfassung eroffnet. Infnitesimalien bei Leibniz sind, so meinen
wir, neue Idealisierungen in der idealen Welt der geometrischen Kon-
tinua.?

In der folgenden Betrachtung von Kurven unter einer infiniten Vergroferung wird
der Bezug zur Anschauung in den Vordergrund gestellt und unter dem Blickwinkel
der Nichtstandardanalysis beleuchtet. Das Leibnizzitat iiber eine krummlinige Fi-
gur als Polygon mit unendlich vielen der Grofe nach unendlich kleinen Seiten 1adt
geradezu dazu ein, in Gedanken unendlich stark in die Kurve hineinzuzoomen, um
zu ,sehen”, was im unendlich Kleinen passiert. In der Standardanalysis ist das in
Ermangelung unendlicher Zahlen nicht mdoglich.

3. Eine Auswahl einschlégiger Artikel zu diesem Thema findet sich im Literaturverzeichnis
unter Goldenbaum und Jesseph 2008, Goethe, Beeley, Rabouin u.a. 2015, Arthur 2009, Arthur
2013, Tzuchien 2012, Bascelli u. a. 2014, Bair u.a. 2017, Bascelli u. a. 2016, Blaszczyk, Katz und
Sherry 2013, M. Katz und Sherry 2012, Katz und Leichtnam 2013, M. G. Katz und Sherry 2013,
Sherry und Katz 2012. Ich danke den Herausgebern, Gregor Nickel und Ralf Krémer, fiir ihren
Vorschlag, hier auf die Fiktionendebatte in der Leibniz-Forschung und (in Abschnitt 2) auf das
Kirsch’sche Funktionenmikroskop einzugehen.

4. Bediirftig und Murawski 2017, S. 77
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Doch wie hat man sich ein Polygon mit der Grofe nach unendlich kleinen Seiten
vorzustellen? Hat eine Kurve unendlich viele ,Knickstellen®, an denen die geraden
Seiten zusammenstofen? Oder sind die Seiten nicht wirklich gerade, sondern nur
unendlich schwach gekriimmt? Sind Kurve und Polygon wirklich identisch oder
unterscheiden sie sich nur unendlich wenig?

Solche Fragen lassen sich in der Nichtstandardanalysis prézise stellen und beant-
worten, wodurch ein aus der Leibniz’schen Idee abgeleitetes Instrument der Veran-
schaulichung innerhalb der Analysis eine befriedigende Rechtfertigung erhélt. Um
dieses Instrument, die Technik der infiniten Vergréfierung, um seine mathematische
Rechtfertigung und seine Grenzen geht es im vorliegenden Text.

2 VergroBerung als didaktisches Instrument in der
Analysis

Die Technik des Vergroferns, das ,,Hineinzoomen* in Funktionsgraphen, wird auch
in der Standardanalysis als didaktisches Instrument eingesetzt. Arnold Kirsch hat
1979 ein ,Funktionenmikroskop” mittels OHP-Folien realisiert ,zur Vermittlung
einer Grundvorstellung vom Ableitungsbegriff“.5 Inzwischen gibt es interaktive
Realisierungen fiir den Computer, zum Beispiel die ,,Funktionenlupe von Elschen-
broich.® Der vergroferte Funktionsgraph wird dort in einem zweiten Fenster ange-
zeigt, wobei der Vergoferungsfaktor dynamisch iiber einen Schieberegler verdndert
werden kann. Optional konnen Sekanten und Steigungsdreiecke eingeblendet wer-
den.

Was unterscheidet die Funktionenlupe bzw. das Funktionenmikroskop der Standar-
danalysis von der Technik einer infiniten Vergréfserung in der Nichtstandardanaly-
sis? Die dufserlich &hnlichen Ideen basieren auf grundsétzlich verschiedenen Kon-
zepten. Das Funktionenmikroskop ist eine Visualisierung des Beginns eines nicht
endenden Prozesses, einer prinzipiell beliebig fortschreitenden, potentiell unendli-
chen Vergrofserung. Die infinite Vergroferung ist eine Visualisierung infinitesimaler
Verhéltnisse und damit einer arithmetischen Situation des Infinitesimalkalkiils.

Grenzprozesse sind naturgeméifs nie beendet, sie kdnnen arithmetisch nicht voll-
zogen werden und erreichen ihren Grenzwert (im Allgemeinen) nie. Gerade dieser
Umstand macht den Grenzwertbegriff fiir Schiiler so schwer fassbar.” Diese Schwie-
rigkeit bleibt auch beim Kirsch’schen Funktionenmikroskop prinzipiell bestehen.

In der Nichtstandardanalysis ist das Unendliche kein offener Prozess, sondern ein
arithmetisches Objekt. Man rechnet mit unendlich kleinen (infinitesimalen) und

5. Kirsch 1979
6. Siehe Elschenbroich, Seebach und Schmidt 2014 und Elschenbroich,
7. Siehe Bediirftig 2018
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unendlich grofen (inifiniten) Zahlen wie mit gewohnlichen, endlichen Zahlen. Der
zu Grunde gelegte Rechenbereich ist der angeordnete Korper *R der hyperreellen
Zahlen, der infinite und infinitesimale Zahlen enth&lt. Also kdnnen infinite Zahlen
als Streckfaktoren und damit zur Veranschaulichung geometrischer Verh&ltnisse
im unendlich Kleinen verwendet werden.

Bereits Schmieden und Laugwitz® fiihren die Idee einer ,unendlichen Vergrofe-
rung“ ein, um infinite Schwankungen von Nichtstandardfunktionen oder das Ver-
halten von Potenzreihen in infinitesimaler Umgebung ihrer Konvergenzgrenze zu
analysieren. Die Vergroferung findet hier rein formelhaft auf der xz-Achse statt,
zum Beispiel, indem Werte der Form z = 1 — % (Q hypernatiirlich) verwendet
werden, um zu zeigen, dass die Nichtstandardfunktion x* fiir z ~ 1 bei passender
infiniter Vergréfserung ,wie eine Exponentialfunktion® wéchst.

Keisler greift die Idee in Gestalt eines unendlichfach vergréfiernden ,Mikroskops
auf, um die Methoden der Nichtstandardanalysis fiir Standardfunktionen zu veran-
schaulichen. In seinem ,Elementary Calculus® ? findet man zahlreiche Abbildungen
zur Differentiation und Integration, die infinitesimale Ausschnitte von Funktions-
graphen unter unendlichfacher Vergroferung zeigen.

Die elementare Einfilhrung Wunderling u.a. 2013 und der Zeitschriftenartikel
Wunderling u.a. 1997 richten sich in erster Linie an Lehrkrifte und werben fiir
den Einsatz von Nichtstandardmethoden im Mathematikunterricht. Unter der Be-
zeichnung ,,Unendlichkeitsbrille“ wird dort die Technik der infiniten Vergroferung
vielfach benutzt, unter anderem um ,geometrische Beweise zu fiihren, zum Bei-
spiel bei der Ableitung der Sinusfunktion (siche Abbildung 1). Unter infiniter Ver-
groferung erscheint der Kreis gerade. Die Tangente in P, die Sehne PQ und der
Kreisbogen sind zeichnerisch nicht mehr zu unterscheiden. Die infinite Vergrofie-
rung suggeriert % = cos z, also die Ableitung der Sinusfunktion.

Wenn man aber die Theorie der Kurven ins Hyperreelle {ibertriagt, dann ist der
infinitesimale Kreisbogen mit dx ein wenig linger als die infinitesimale Sehne PQ),
und der Winkel bei @ ist ein wenig grofer als . Fiir diesen speziellen in Abbildung

1 dargestellten Fall wird in Wunderling u. a. 2013 gezeigt, dass 9% und cosz sich

dx
dy

dennoch nur infinitesimal unterscheiden (geschrieben: 3% =~ cosx), was gerade
bedeutet, dass die reelle Zahl cos z die gesuchte Ableitung des Sinus an der reellen
Stelle x ist.

Kurve, Tangente und Sehne sind also in einer infinitesimalen Umgebung eines
Kurvenpunktes im Allgemeinen verschieden, aber sie unterscheiden sich bei ,hin-
reichend gutartigen Kurven vernachléssigbar wenig. Dabei geht es um Richtung
und Lange: Der Winkel zwischen Tangente und Sehne in einem Kurvenpunkt ist
infinitesimal und der Léngenunterschied zwischen Sehne und dem entsprechenden
Kurvenstiick ist von hoherer Ordnung infinitesimal. Der Winkel zwischen zwei

8. Siehe Schmieden und Laugwitz 1958.
9. Keisler 2000
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Abbildung 1: Zur Ableitung der Sinusfunktion (Quelle: Wunderling u. a. 1997)

benachbarten Sehnen ist bis auf eine infinitesimale Abweichung der gestreckte
Winkel.

Im Folgenden wird gezeigt, dass dies fiir alle reguldren stetig differenzierbaren
Standardkurven der Fall ist (Satz 2). Fiir solche Kurven gibt also die infinite Ver-
groferung die geometrischen Sachverhalte im Wesentlichen korrekt wieder. Das
heift: Nur fiir die reelle Analysis vernachlissighbare Unterschiede werden unter-
driickt. Was im Beispiel aus Abbildung 1 zunéchst wie eine anschaulicher , Trick*
anmutet und fiir diesen speziellen Fall in Wunderling u. a. 2013 begriindet wurde,
ist in einem sehr allgemeinen Rahmen gerechtfertigt.

Damit ist die infinite Vergroferung ein legitimes didaktisches Hilfsmittel fiir die
grenzwertfreie Analysis, so wie es die potentiell beliebig gesteigerte endliche Ver-
groferung fiir die Grenzwertanalysis ist (dort allerdings mit dem Problem der
prinzipiellen Nichtvollendbarkeit des Vergroferungsprozesses). So kann die infinite
Vergrofierung sogar als sinnvolle Ergénzung zur endlichen Vergroferung angesehen
werden. Wihrend die gesteigerte endliche Vergroferung zeigt, in welcher Weise sich
das Bild verdndert (der Funktionsgraph wird ,praktisch“ gerade), zeigt die infinite
Vergrofserung eine Situation, die auch in der Theorie geniigt.

3 Reelle Kurven

Eine Kurve im R™ (n € N) ist eine stetige Abbildung f: I — R™, wobei I C R ein
(eigentliches oder uneigentliches, aber nicht entartetes) Intervall ist. Differenzier-
barkeit und stetige Differenzierbarkeit werden wie iiblich iiber die Komponenten-
funktionen definiert.

Eine differenzierbare Kurve f: I — R™ heifit reguldr, wenn | f/(¢)| # 0 fiir alle
t €1 ist.
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Fiir eine Kurve f: [a,b] — R",[a,b] C R,a < b und eine Unterteilung a = ¢y <
t1 < oo < tpo1 < tp = Dbsel py(to,...,tx) die Linge des Polygonzugs durch die
Punkte f(¢;),i=0,...,k. Es gilt

k
prltos - tk) = Y N f(t:) = F(tioa)]-
i=1
Die Punkte f(¢;),7 =0,...,k heifen die Stitzpunkte des Polygonzugs.

Definition 1 Eine Kurve f: [a,b] — R™ heifit rektifizierbar mit der Linge L,
wenn zu jedem € > 0 ein & > 0 existiert, sodass fir jede Unterteilung a = ty <
ty < <tp— 1<ty =0b der Feinheit < § gilt

lps(to, ... tx) — L <e.

Aus der reellen Analysis (siehe zum Beispiel Forster 2013) ist der folgende Satz
bekannt.

Satz 1 Jede stetig differenzierbare Kurve f: [a,b] — R™ ist rektifizierbar, und fir
ihre Lange L gilt

b
L= / 17 d.

4 Ein Ausflug in die Nichtstandardanalysis

Will man Kurven im *R™ untersuchen und mit Polygonziigen vergleichen, muss
man zunéchst den Begriffsapparat der reellen Analysis geeignet verallgemeinern.
Dies geschieht in der Nichtstandardanalysis. Ich deute hier die in diesem Zusam-
menhang wichtigsten Ergebnisse an. Weitere Details findet man zum Beispiel in
Laugwitz 1986.

e R und *R sind als angeordnete Korper elementar dquivalent, das heifit arith-
metisch nicht zu unterscheiden. In beiden Strukturen gelten die gleichen
arithmetischen Aussagen.

e Zu jeder finiten hyperreellen Zahl « gibt es genau eine infinitesimal benach-
barte reelle Zahl st(«), den Standardteil von a.

e Teilmengen von R sowie Relationen iiber R und reelle Funktionen lassen sich
kanonisch auf *R fortsetzen. Zum Beispiel hat N die kanonische Fortsetzung
*N, die Menge der hypernatiirlichen Zahlen, welche auch infinite Zahlen ent-
hélt.
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e In R giiltige Aussagen iiber Mengen (zum Beispiel die Supremumseigen-
schaft beschriankter Mengen) gelten in *R nicht allgemein, sondern nur fiir
bestimmte, sogenannte interne Mengen. Entsprechendes gilt fiir Relationen
und Funktionen, da sie sich auf den Mengenbegriff zuriickfiihren lassen.

e Insbesondere sind die kanonischen Fortsetzungen reeller Mengen, Relatio-
nen und Funktionen intern, ebenso hyperreelle Intervalle und hyperendliche
Folgen ay,...,a, mit v € *N (als interne Funktionen von {1,...,v} nach
*R).

e Beim Rechnen mit hyperreellen Zahlen ist zu beachten, dass a =~ b= a-c =
b - ¢ im Allgemeinen nur dann gilt, wenn ¢ endlich ist.

Die hyperreelle Analysis fiir interne Funktionen kann analog zur reellen Analy-
sis aufgebaut werden. Stetigkeit, Ableitung und Integral konnen analog definiert
und analoge Sétze bewiesen werden. Zum Beispiel gelten die Mittelwertséitze der
Differential- und Integralrechnung. Hyperendliche Folgen haben (wie endliche re-
elle Folgen) stets ein kleinstes und ein groftes Glied und erlauben die Summation
ihrer Glieder. Auch Definition 1 und Satz 1 sind auf interne hyperreelle Kurven
iibertragbar, wobei a,b, L,€,6 als hyperreelle Zahlen und k als hypernatiirliche
Zahl zu lesen sind.

Der Clou der Nichtstandardanalysis ist zum einen, dass man neben den Standard-
funktionen auch interne Nichtstandardfunktionen zur Verfiigung hat (zum Beispiel
1-&-/%’ w infinit, als eine Dirac’sche Deltafunktion), zum anderen, dass man die
reelle Analysis iiber den Umweg ins Hyperreelle grenzwertfrei umformulieren kann,
was nichts weniger als ein zum Standard alternatives Programm zur Finitisierung
der Analysis darstellt, da unendliche Grenzprozesse entfallen.

So ist eine Funktion f: D — R, D C R, genau dann stetig in z € D, wenn
(fiir die kanonische Fortsetzung) f(£) ~ f(z) fir alle £ € *D mit £ = z gilt.
Sie ist genau dann gleichmifig stetig, wenn fiir alle £&,7 € *D mit ¢ ~ n auch
f(&) = f(n) ist. Die Ableitung kann als Standardteil des Differentialquotienten
und das Integral als hyperendliche Riemann’sche Summe eingefiihrt werden. In
Waunderling u. a. 2013 wird ein solcher grenzwertfreier Einstieg in die Analysis auf
Schulniveau dargestellt.

Fiir die anschliefende Untersuchung stetig differenzierbarer Kurven ist noch fol-
gende Aussage von Belang. Ist f: [a,b] — R stetig differenzierbar (und f’ daher
gleichmifig stetig), so gilt fiir die kanonische Fortsetzung von f und beliebige
hyperreelle 79,7 € [a, b] (jetzt als hyperreelles Intervall) mit 1 & ng

fm) = f(no) + f'(no)(n —mn0) +&n —no) (0.1)

flir ein £ ~ 0.
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Fiir n = 1o ist die Aussage trivial. Fiir  # g gibt es nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ein 7 zwischen 7y und 7 mit

Jw = ') = f'(n0) +¢

fiir ein £ ~ 0, denn wegen der gleichméafigen Stetigkeit von f’ und 79 & 7 ist auch
f'(no) = f'(n). Hieraus folgt die Behauptung (0.1).

Fiir n # no ldsst sich (0.1) einfacher so ausdriicken:

f(m) — f(mo) Y

p— f (o). (0.2)
Der Differentialquotient ist also auf dem gesamten hyperreellen Intervall [a,b]
(nicht nur an den reellen Punkten) eine gute N&herung fiir die Ableitung. In
Laugwitz 1986 wird diese Eigenschaft von Funktionen gleichmdfige Ableitbarkeit
genannt. Man beachte, dass (0.1) im Allgemeinen nicht gilt, wenn f blofs differen-
zierbar ist (sieche Gegenbeispiel in Abschnitt 7).

5 Hyperreelle Vektoren

Das Skalarprodukt (,-) zweier Vektoren, die Norm | - || eines Vektors und der
Winkel Z(-,-) zwischen zwei Vektoren werden in *R"™ auf analoge Weise definiert
wie in R™. Fiir z = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus *R™ ist

gy i= Y wy wnd ol = /o)

Fiir 2,y # 0 ist Z(z,y) das eindeutig bestimmte (hyperreelle) 6 € [0, 7], fiir das
gilt
_ (=)

llliyll

Aus der Definition ergibt sich Z(x,y) = Z(s- z,t-y) fiir alle positiven s,t € *R.

cos 6

2 heifit infinitesimal, wenn alle seine Komponenten infinitesimal sind. Dies ist
aquivalent dazu, dass ||z|| = 0 ist. Entsprechend bedeutet x ~ y, dass  — y
infinitesimal ist.

Proposition 1 Seien x,y € *R™ ungleich 0. Dann gilt

{r,y)
Il lyll

Z(x,y) =0 & (0.3)
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Ist x micht infinitesimal und x ~ vy, so gilt

HLH ~1lx M (0.4)
lyll ]
und
L(xyy)=ZL(s-x,t-y)=0 (0.5)

fiir alle positiven s,t € *R.
Beweis. Sei § = Z(z,y). Wegen 6 € [0,7] und der Stetigkeit des Kosinus gilt
0 ~ 0 < cosf ~ 1 und damit (0.3).

Sei x nicht infinitesimal und = =~ y. Dann ist £ := y — z infinitesimal. Nach der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt

i, 1- ~0
Knx 5>' s1liel

und, da x nicht infinitesimal ist, auch

1 x
— . ,§> ~ 0. (0.6)
|l <II$II
Damit ist
Iyl _ Nz +¢&]° €l 2 < z >
= =1+ + ) =1
|2 (1 zI2 -zl \ =l

Daraus folgt (0.4).

Nun ist

@z +8& o+ (2,8 a1 <"”” 75>

cosf = = o | I A
(EANE [2|I[lyll lyll Myl \ ]l

Multiplikation mit 12l ergibt wegen (0.4)

[E]

1 0.6
cosf ~ M ccosf =14 +—:- <x,£> (%) 1
]l [l

Wegen (0.3) folgt daraus (0.5).
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6 Hyperreelle Kurven

Jede reelle Kurve f: [a,b] — R™ ldsst sich kanonisch fortsetzen zu einer internen
hyperreellen Kurve f: [a,b] — *R™. Die Fortsetzung heifft dann eine Standardkur-
ve. Zur Vereinfachung bezeichne ich diese Kurve wieder mit f. [a,b] bezeichne je
nach Zusammenhang entweder das reelle oder das hyperreelle Intervall von a bis
b.

Satz 2 Sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve der Linge L (mit der
kanonischen Fortsetzung f: [a,b] — *R"™) und a = tg <t1 < -+ <ty_1 <t =b
eine infinitesimale Zerlegung von [a,b]. Dann gilt

1. Das Kurvenstiick und die Sehne zwischen zwei benachbarten Stitzpunkten
unterscheiden sich in der Linge nur infinitesimal relativ zum (bereits infini-
tesimalen) Parameterintervall.

t,
/t £/ @Ol dt = [ f(t) = ft)ll =7 (8 — 1) (0.7)
mit0< 7, =0 firve=1,...,kK.

2. Die Linge der Kurve unterscheidet sich nur infinitesimal von der Linge des
Polygonzugs.

L~ Z Hf(tz) - f(tzfl)H (08)

3. Ist f requldr, so gilt dariber hinaus:

a) Der Winkel zwischen Tangente und Sehne in den Stitzpunkten des Po-
lygonzugs ist infinitesimal.

L (teor), F(8) — F(to1)) =0, fiir e =1,... k. (0.9)

b) Der Winkel in den Stitzpunkten zwischen zwei benachbarten Sehnen
des Polygonzugs weicht nur infinitesimal vom gestreckten Winkel ab.

L(f(tioy — F(&)), fltirs) — F(t)) ~m, fiira=1,...,k— 1. (0.10)

Beweis. Ad 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein %, €
[t._1,t,] mit

L= [ IF®lldt=1F @) (6~ ti), (0.11)

t—1

Die Sehnenlénge ist pf(t,—1,t,) = || f(t.) — f(ta—1)]|-
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Allgemein gilt fiir z = (x4, ...,2,) € *R"”

|zl < vn - max{|z;||i=1,...,n}. (0.12)

Sei f = (f1,..., fn). Dann sind die Komponentenfunktionen f; stetig differen-
zierbar, und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es jeweils ein

S, € [tlfl,tz} mit

D) (o). (0.13)

Wegen s,; ~ t, und der gleichmifigen Stetigkeit der f/ folgt

Lz_pf(tz—latz) 011 ||f( H
tz _tzfl ‘|f Z ’
(T f(tz) - f(tzfl)
< Jro-Hp=E ‘
(0%2) \/ﬁ-max{ f{({z)fw i—l,...,n}
1 b—1
(0.13)

Vi max {[f{(t.) = fi(su)l [i=1,....,n} =0
und damit die Behauptung (0.7).

Ad 2. Seien fiir + = 1,..., infinitesimale 7, gemaf (0.7) gewéhlt, und sei 7 ihr
Maximum. Dann ist

0<7=max{r |t=1,...,6k} =0
und ; .
0<Y n(th—ti) <7 > (h—ti1)=7-(b—a)=0
1=1 1=1
und daher

b K t,
L = /anf(t)ndt:;/tl_l 7)) dt

= Y UF) = fFto)l + 70 (80— i)

1=1

_ <§f(tz)— uH) (Z“ _>

S Nft) = f(ta)]l-

Q
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Ad 3a. Nach (0.2), angewendet auf alle Komponentenfunktionen, gilt

f(t) = f(t—1)

~ f'(t,_1).
tz_tz—l f(ll)

f'(t,—1) ist wegen der Regularitdt von f nicht infinitesimal. Daher folgt die Be-
hauptung aus (0.5) in Proposition 1.

Ad 3b. Firve {1,...,xk— 1} gilt

f(tZ) - f(tzfl) ~ f/(tz—l) ~ f/(tz) ~ f(tz+1) - f(tz)

tz — tz—l tz+1 - tz

wieder aufgrund von (0.2) bzw. beim mittleren ~ aufgrund der gleichméfigen
Stetigkeit von f’. Wegen der Regularitdt von f sind f’(¢,—1) und f’(¢,) und damit
auch die Aufenterme nicht infinitesimal. Nach (0.5) in Proposition 1 ist daher

Z(f(tl) - f(tzfl), f(t7,+1) - f(tz)) ~ 0.

Dies ist dquivalent zur Behauptung.

O

Satz 2 bestitigt Leibniz’ Vorstellung einer Kurve als Polygonzug mit infinitesi-
malen Seiten fiir stetig differenzierbare Standardkurven. Kurve und Polygonzug
unterscheiden sich zwar, aber der Unterschied ist fiir die reelle Analysis unerheb-
lich.

Zugleich rechtfertigt Satz 2 fiir stetig differenzierbare Standardkurven die Tech-
nik der infiniten Vergrdfserung, wie sie in Wunderling u. a. 1997 und Wunderling
u. a. 2013 zur Veranschaulichung infinitesimaler Verhéltnisse verwendet wird.

Bei einem grenzwertfreien Einstieg in die Analysis kann die Linge einer Kurve —
ganz im Geiste der Leibniz’schen Vorstellung — als Standardteil einer hyperendli-
chen Summe, der Lénge eines Polygonzugs mit infinitesimalen Seiten, eingefiihrt
werden.

Eine reelle Kurve f: [a,b] — R™ ist rektifizierbar mit der Linge L, wenn fiir die
kanonische Fortsetzung von f und fiir jede infinitesimale Zerlegung a =ty < t; <

- < ty—1 < t, = b der Standardteil von >, || f(t,) — f(t,—1)| existiert und
gleich L ist.

Bereits Robinson behandelt in seiner Non-standard Analysis eine elementare Dif-
ferentialgeometrie der Kurven (formuliert fiir den dreidimensionalen Fall).!® Er

10. Siehe Robinson 1996, S. 83-88. Den Hinweis auf Robinson verdanke ich Herrn Prof. Reinhard
Hochmuth.
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zeigt, dass man die Linge einer stetig differenzierbaren Kurve in Ubereinstim-
mung mit der klassischen Definition als Standardteil einer Polygonzuglinge bei
gleichméfig infinitesimal unterteiltem Parameterintervall definieren kann. Dies ist
ein Spezialfall von Satz 2, Unterpunkt 2. Ebenfalls zeigt er, dass die Tangente in
einem Standardkurvenpunkt P in ihrem endlichen Teil nur infinitesimal von der
Sekante durch P und einen infinitesimal benachbarten Kurvenpunkt @ abweicht.
Genauer: Jeder hyperreelle endliche Punkt auf der Sekante liegt in infinitesimaler
Nachbarschaft (genau) eines reellen Punktes auf der Tangente. Daraus folgt, dass
der Winkel zwischen Tangente und Sekante infinitesimal sein muss (in Uberein-
stimmung mit Satz 2, Unterpunkt 3a).

Im vorliegenden Aufsatz ist die Langenformel (0.8) fiir stetig differenzierbare reel-
le Kurven eher ein Nebenergebnis, denn im Vordergrund steht die Rechtfertigung
der infiniten Vergroferungstechnik, also der ,Beobachtung” eines infinitesimalen
Bildausschnitts und damit der Vergleich von infinitesimalen Kurvenstiicken und
Sehnen beziiglich Linge und Winkel. Daher muss die allgemeinere Langendefiniti-
on fiir interne hyperreelle Kurven herangezogen werden, auch wenn in Satz 2 nur
Standardkurven betrachtet werden. Eine solche Untersuchung ist mir von anderen
Autoren bislang nicht bekannt.

7 Die Grenzen der VergrolRerungstechnik

Dass die infinite Vergrofierung sehr wohl tduschen kann, wenn die Kurve nur dif-
ferenzierbar ist, zeigt das folgende Beispiel. Sei f: R — R definiert durch
r?sin T fiir x # 0,
f(“")_{o fiir z = 0.

f ist auf ganz R differenzierbar, aber in 0 nicht stetig differenzierbar. Fiir « # 0
ist f'(z) =2xsin 2 —mcos 2 und an der Stelle 0 gilt

£(0) = tim 2SO (hsin %) —0.

h—0 h h—0
f hat die Nullstellen % fiir n € N und jeweils zwischen n%rl und % ein lokales
Minimum bzw. Maximum, dessen Betrag zwischen ﬁ und % liegt. Fiir die

Lénge L,, des Funktionsgraphen zwischen den Nullstellen -2 und + gilt daher

Ly> 2.
“(n+1)?
Die Intervalllinge I,, zwischen den Nullstellen 2 und 1 ist
1 1 1

I,=~— = .
n n+l nn+1)
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F(x)=x"2%sin(pir/x) Y

alER W Ji e /\ M
%

k infinit

ol
I -
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Abbildung 2: Der Funktionsgraph von f in einem infinitesimalen Intervall um 0

Fiir den Léngeniiberschuss des Graphen gegeniiber dem Intervall gilt

.2 1 -1
“(n+1)2 nn+l) nn+1)2

D, =1L,—1I,

und fiir den Lingeniiberschuss relativ zur Intervalllinge somit

Dy, S = .2
I, = n+1 n+1
Se1 D(%, E) der Léngeniiberschuss des Graphen zwischen den Nullstellen 5 und

E gegeniiber dem zugehorigen Intervall. Dann gilt

2m—1 2m—1
1 1 D, 2
p(—,—) = L-2n> 51 (1-
(2m’m> Z I, — Z ( n+1>

2 gy 2 1
> (11— —— n=|1—-——] —
- m+1 = m+1 2m
Also gilt auch fiir das Intervall von 5 bis L Der relative Langenuberschuss des

Graphen gegeniiber dem Intervall der Lange 5 15t > 1 — — +1

Alle Uberlegungen iibertragen sich auf die hyperreelle Fortsetzung von f. Bei un-
endlichfacher Vergrofserung mit dem hypernatiirlichen Faktor 1 an der Stelle 0
sind der Funktionsgraph und die z-Achse (als Tangente) nicht zu unterscheiden
(siehe Abbildung 2). Die Ausschlige des Graphen sind von der Grofenordnung x?
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und verschwinden in der Darstellung. Der relative Langeniiberschuss des Graphen
gegeniiber dem Intervall ist aber > 1 — ﬁ und damit nicht infinitesimal.
Die Nullstellen sind unendlich gedringt und in der Darstellung nicht zu unter-

scheiden, denn der Abstand zwischen ﬁ und i ist infinitesimal relativ zu i

Auch der Winkel zwischen z-Achse und Funktionsgraph ist im Allgemeinen nicht
infinitesimal, sondern schwankt mit f’(z) = 2xsin = — 7 cos T zwischen nicht in-
finitesimalen positiven und negativen Werten. In einer infinitesimalen Umgebung
von 0 unterscheiden sich also die Kurventangenten erheblich, obwohl bei infiniter
Vergroferung zeichnerisch kein Unterschied zwischen Kurve und z-Achse auszu-
machen ist.

8 Fazit

Das Eingangsbeispiel aus Abbildung 1 stellt sich unter Verwendung von Satz 2
folgendermafien dar. Der Winkel im Punkt @ betrégt x + dp mit dp ~ 0 und der
infinitesimale Kreisbogen von P bis @ hat die Linge dx = |PQ| + d¢ mit % ~ 0.
Aufgrund der Stetigkeit des Kosinus ist dann (fiir reelles x)

cosxzcos(x—}—dap):iy:&:diy. 1 z@
|PQ| dx—d§ dx 1_% dx

und daher cosx = st(%) die gesuchte Ableitung von sin x.

Satz 2 ist nun fiir eine sehr allgemeine Klasse von Kurven, némlich die der stetig
differenzierbaren Kurven anwendbar.

Funktionen wie die in Abschnitt 7 betrachtete sind bewusst ,,pathologisch® kon-
struiert, um den Unterschied zwischen Differenzierbarkeit und stetiger Differen-
zierbarkeit herauszuarbeiten, wobei dort nur die Stelle 0 problematisch ist.!

Die im Schulunterricht behandelten differenzierbaren Funktionen sind in aller Re-
gel auch stetig differenzierbar. Thre Graphen sind reguldre Kurven. Daher kann
man sie, wie von Leibniz angeregt, ohne Verlust als Polygonziige mit infinitesima-
len Seiten ansehen. Die infinite Vergréferung erweist sich dann als ein addquates
und starkes Hilfsmittel zur Veranschaulichung von Nichtstandardmethoden in ei-
ner grenzwertfreien Analysis.!?

11. Ein analoges Beispiel einer pathologischen Funktion betrachtet auch Elschenbroich mit sei-
ner Funktionenlupe. Man sieht dort, wie die Kriuselungen des Funktionsgraphen immer enger
und flacher werden, bis dieser nicht mehr von der xz-Achse zu unterscheiden ist.

12. Der in diesem Aufsatz verwendete Zugang zur Nichtstandardanalysis iiber eine K&rperer-
weiterung von R zu *R geht auf Robinson zuriick. Ein anderer Weg zur Nichtstandardanalysis
ist Nelsons Internal Set Theory, die in dem folgenden Aufsatz ,Zur Axiomatisierung der reellen
Zahlen“ nach einer Analyse der iiblichen Einfiihrung der reellen Zahlen die Grundlage bilden
wird. Da dort die Mengenlehre selbst erweitert wird, eriibrigen sich die Kérpererweiterung von
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